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Stanisław Turski 
(Kraków) 


O pewnem uogólnieniu twierdzeń o istnieniu i jedno- 
tliwości calek równań hiperbolicznych typu 


= Zens | 
dwdy ( , ولگ‎ 2 Zei dy)’ 


Wstep. 


Dla równań różniczkowych cząstkowych rzędu drugiego typu 
hiperbolicznego postaci 


292 
1 hay AG M.S P, 4), 


gdzie p = Ge o ==, uzyskał pierwszy Picard’), w przypadku 


nieanalityczności funkcji f(x, y, z, p,q), dowód istnienia i jednotli- 
wości rozwiązania, spełniającego ponadto t. zw. warunki brzeżne. 
Picard zakłada w swych rozważaniach: 1°) ciągłość funkcji 
f(x, y, 2, p,q) w pewnym określonym zbiorze pieciowymiarowym, 
20) spełnianie w tymże zbiorze co do z, p,q przez funkcję 7 
warunku Lipschitz'a 


II |f(x, y, 2, p, 9)—f(z,y, z,p,9)|SM||z —2|--|p —p|--19—qg|h 


gdzie M oznacza stałą dodatnią, oraz zakłada odpowiednie warunki 
dla fankeyj brzeżnych; w dowodach stosuje metodę kolejnych przy- 


1) E. Picard: Mémoire sur ła théorie des équations aux dérivées partielles 
et les approximations successives (Journal de Mathématiques t. VI. 1890). Sur les 
méthodes d'approximations successives dans Ja théorie des équations differóntielles 
(Note I dans: G. Darboux, Lecons sur la thćorie générale des surfaces, t. IV, 
p. 353; 1896). 

Dodatek do Roczn. Pol. Tow. Mat. 1 
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bliżeń. Metoda Picarda pozwala w przypadku równań typu elip- 
tycznego na zastąpienie warunku Lipschitz'a w stosunku do funk- 
cyj, będących prawemi stronami równań, warunkiem ogólniejszym, 
co wykazał Prof. Rosenblatt ') w szeregu prac. 

W pracach tych pozostawiono bez zmiany klasyczne warunki 
Picard'a co do danych brzeżnych. 

Prof. Wilkosz zaproponował mi zajęcie się problemem zredu- 
kowania danych brzeżnych, o ile możności, aż do założenia o funk- 
cjach danych na brzegu, iż są Duhamelowskiemi *). Równocześnie 
zwrócił mi uwagę na możność zastosowania warunku ogólniejszego, 
niż warunek Lipschitz'a, do funkcyj będących prawemi stronami 
równań typu hiperbolicznego. W toku pracy okazało się wskaza- 
nem przebadanie najpierw przypadku, w którym funkcje dane na 
brzegu rozważanego obszaru są klasy D (t. j. posiadają pochodne) 
i w którym przyjmujemy warunek ogólniejszy od warunku Lip- 
schitza (Tw. D 

Rezultaty tej części pracy przedstawiam w niniejszej rozprawie, 
pozostawiając sobie na przyszłość możność ogłoszenia wyników po- 
sznkiwań, mających na celu dalszą redukcję założeń. 

W klasyfikacji przypadków danych brzeżnych idę za Picar- 
dem *), którego metodę kolejnych przybliżeń w pracy tej stosuję. 

Praca zawiera rozważania dotyczące problemu I i II danych 
brzeżnych, przyczem problem II podany jest w sformułowaniu 
Kamke'go 4). 

P. P. Prof. Wilkoszowi i Prof. Ważewskiemu składam ser- 
deczne podziękowanie za rady i uwagi, które od nich w ciągu pi- 
sania tej pracy otrzymałem. 


1) A, Rosenblatt: Sur les théorèmes de M. Picard dans la théorie des 
óquations aux derivées partielles non linóaires da type elliptique (Ann. Scient. 
de l'ecole norm. super.). Sopra le equazioni m-armoniche... (Rend. della R, Acca- 
demia nazion. dei Lincei, 

Vol. XIX, serie 6*, 1° sem, fasc. 4, 1934 
Vol. XIX, و‎ n fasc. 5, 1934 i inne. 

1) W. Wilkosz: Some properties of derivative functions, (Fund. Mathe- 
maticae t. Il, p. 145). 

3) E. Picard: Leçons sur quelques types simples d'équations aux derivóes 
partielles (Paris, Gauthier-Villars 1927, p. 121). 

4) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen. (Leipzig. Akad. 
Verlagsgeselschaft. 1930, s. 405). 


Oznaczenia. 
| GAL OSHC | 
Zbiór trójwymiarowy, określony przez warunki į b < y < d 
۳ dowolne | 
nazywać będziemy zbiorem ©. 
Zbiór dwuwymiarowy, określony przez nierówności 9 


nazywać będziemy prostokąten P. 
Zbiór dwuwymiaro określony przez nierówności ar 
y wyje S JP b<y<a 
nazywać będziemy prostokątem P. 
W dalszym ciągu symbole Q, P, P posiadają znaczenie po- 
wyższe 1). 


Twierdzenie I. 
Równanie 
EN : 

(1) dx oy = f (2, y, 2), 
przy następujących założeniach: 

1°, funkcja f(x, y, 2), występująca w równaniu (1), jest ciągła 
w zbiorze ©, 

20, funkeja f(x, y, z), występująca w równaniu (1), spełnia 
w zbiorze Q nierówność następującą: 


Lei, ۸ 2) — f(x,y, 2( > i 


gdzie K jest stałą dodatnią i 0 < a < 1, 
3°, istnieje funkcja w(x, y) ciągła w P, dla której zachodzi w P: 


eof 6. 
dx dy T | 7) n, ol, n) dê dn = (2, y, (x, y) °) 


(x założenia tego wynika w szezególności, ze Zoe, y, ole, y)) jest 
sumowalna w P) 3), 


1) Na oznaczenie przedziałów: a<a<e, b<y<d, 6 > TSC, b<y<d, 
a<w<e,b<y<d, używać będziemy często oznaczeń odopowiednio: [a, c], [b, d), 
(a, c], (b, d], (a, e), (b, d) i podobnie w innych przypadkach. 

3) Występująca tu całkę rozumiemy jako lebesgne'owską całkę polowa po 
prostokącie a < Ea, b< لاک‎ przyczem punkt (x,y) należy do P. 

2) Początkowo figurowało założenie ograniczoności funkcyj f(a, y, 2,(#, y)) 
w P. P. Prof. Wilkosz zwrócił mi uwage, że roznmowania utrzymuje się prawia 


1* 


4°, funkcje p(x) i w(y) są klasy D, pierwsza w le, cl, druga 
w [b, d), oraz jest p(a) = (b), 

posiada jedną i tylko jedną całkę 2(x, y) ważną w prostokącie 
P, ciągłą w Pi taka, że sto, y) = w(y) w [b, d], oraz 202, b) = p(z) 
w (a, el 

Dowód. Dowód zaczniemy od wykazania następujących lem- 
matów. 


Lemmat 1. Jeżeli funkcja F(z, ai, ciągła w prostokącie P, 
spełnia w tym prostokącie nierówność : 


MN a gdzie A jest stałą dodatnią i 0 < a < 1, 


to funkcja ۳ F(x, )dn, gdzie b > y<< 4d, jest, jako funkeja zmien- 
b 


nej x, ciągła w przedziale (a, c] i zachodzą związki ważne w P: 


2 f fre 1(( 1 6 dy = fre, nan, 


J F(E, dê dn = F(x, y).‏ | 1 اند 


dn Ix 


Z łatwością widać, że wszystkie całki występujące w tym lem- 
macie mają sens. 

Niech x, będzie punktem z przedziału (a, c]; obieram liczbę 8 
tak, by zachodziła nierówność 


a<p<a<e. 


Oznaczmy, dla x należących do przedziału (a, cl, przez A(x) 
funkcję 


(2) i@= f F(x, n)an. 
Wówczas dla x > a: ; 


A(x) — A(x) = f (Fla, n) — F(x, n)an- 


bez zmian, jeżeli założymy sumowalność fankeji f(7, y, 2,(a,y)) w P, co wy- 
nika z przyjętego obecnie założenia 3°. Co do znaczenia funkcji 2, (7, y) por. rów- 
ność (4) dalszego ciągu. 


5 
Niech będzie teraz o liczbą spełniającą nierówność b < o <7. 
Możemy napisać: 
‘ 7 
A(z) — Al = J (äis, ui — Fe, an + J (F(x, 0) — F(zo, 0)) an, 
b a 


a więc 


la) — Als | ۱۳۵, alan + f IF eola 


+ f IE (æ P(e, miar. 


Na podstawie założonej co do funkeji F(z, y) nierówności bę- 
dzie w dalszym ciągu: 


D 
A dn ۱ 


|A(x) — Am) Gop "lem — Air N و‎ pm a)", )7 -- ۴ ۲ 


(z— a ۰ (a%—a)* 


+ ما‎ eunian EH 


z n) — F (£o, n)|dn. 


A zatem dla 8 < 2 < c mieć będziemy 
ا‎ 2A psd 
43) (dia) — 4(0,)| که‎ TRAFE 


+ fire, n) — F (To n)|dn. 


Niech będzie # >> 0; dobieramy tak o, (b <o < 7), żeby 
2A 
(1 — a)(B—a)* 
Z jednostajnej ciągłości funkcji F'(x, y) w prostokącie: BPDTSĘ 
0<4 SÎ, wynika, że możemy wyznaczyć tak ê >0, iż dla 


1-0 = 
(a De <o: 


|a—a|< 6 zachodzi w tym prostokącie | F(z, y)—F (£o all SEH 


Dla |x — z,| < 0 mamy zatem według (3): 


:+ < |),2(0 — (ه) 2 | 


E 
2 (7 — 2۱7-1 


_ | Uwzględniając określenie (2) funkcji 4(z) widzimy, że funkcja 
J F(a, y)dy jest funkcją ciągłą zmiennej «© w przedziale (a, c]. 
b 
Z okazanej powyżej ciągłości funkcji th F (x, n)dy w przedziale 
b 


(a, c] wynika, że w tymże przedziale zachodzi 


R i Te natan fre, ao 


Funkcja F(z, y) jest z założenia ciągłą w prostokącie P, za- 
tem mamy 


۳ 
d m" 
gre y)dn = F (x, y) 
b 
wreszcie 


1 ap 
soma تست‎ 


Udowódniliśmy wien nasz lemmat. 
Uzasadnimy obecnie 


Lemmat 2. Jeżeli funkcja g(x,y) jest ciągła w P, to funk- 
cja f(x, y, g(x,y)) jest ciągła i sumowalna w P. 

Rzeczywiście funkcja f(x, y, g(x, y)) jest wobec ciągłości g(x, y) 
w P i założenia 1° ciągła w P. Oznaczmy przez w funkcję spełniającą 
założenie 30. Możemy napisać równość ważną w P: 
F(E, gie, Y) = F(x, Y, gi, 9) — F(a, y, O(a, af + F(x, y, )هه‎ a 


a zatem mamy: 


f(a, a, g(a, alles lët, a, gx, y) — Fay, ola, y)| + F(z, y, O(a, ail 
w dalszym ciągu, stosując nierówność z założenia 2°, mieć będziemy: 


K 
is le, زره‎ ZEE "EMI + ۱۶) و‎ is al 


Ale różnica g(x, y) — w(x, y) jest funkcją ciągłą, a więc 1 ogra- 


niczoną w P, jest więc również ograniczoną w P i dostajemy 
z ostatniej nierówności w dalszym ciągu nierówność: 
KC 


Fe, 9 ale alle — gay — 


bye AE | F(a, Y, (x, al, 
(C stała dodatnia), 


ta zaś nierówność dowodzi, że funkcja f(x, y, g(x, y)) jest sumowalna 


w P, ponieważ funkcja p jest sumowalna w P i po- 


1 
(x — as (y — b 


nieważ przyjęliśmy założenie 3°. 
Lemmat 3. Jeżeli oznaczymy przez 2,(%, y) w prostokącie P: 
(4) zolz, y) = p(x) + Oy) — pla) 


i ograniczymy się do rozwiązań ciągłych w P, to równanie (1) jest 
równoważne następującemu równanin całkowemu: 


x Wy 
(5) Stop, al = Sala y) + f fre n, 2(&, n)) dÊ dy. 


W samej rzeczy, przypuśćmy, że funkcja z(x,y) jest całką 
równania (1), spełniającą warunki twierdzenia I. Jest więc z(x,y) 
ciągła w P, a zatem funkcja f(x, y, z(z, y)) jest według lemmatu 2 
ciągłą i sumowalną w P. Niech ô, 6, będą liczbami dodatniemi, 
takiemi, że a-|- û, <c, b-- 0, Zd; spowodu ciągłości f(x, y, 2(x, 9)) 
w P i wobec równania (1) mamy: 


rê n, z(Ś, masan = | fate 


atdı +û» a+r 


pa 8 EE OT 


a+dı 
= alx, y) =a z(a +- d EA = a(x, b =F ds) + z(a + dy, b + 2), 
ale funkcja z(x,y) jest ciągła w P z założenia, a funkcja f(x, y, z(x,y), 
jak to wyżej wykazaliśmy, sumowalna w P, a zatem możemy przejść 
z Û, i 6, do granicy 0 i dostajemy równość ważną w P: 


x 


f To n, zÈ, 1)) 25 dn = elm, y) — 2(a, y) — zla, b) + zla, b) = 


== 2(%, Y) — gel: Y). 


Równość ostatnia dowodzi, że funkcja z(x,y) spełnia również 
równanie całkowe (5). 

Naodwrót, rozwiązanie równania (5) ciągłe w P, jest całką 
równania (1). 

Istotnie, uwzględniając założenie 3°, możemy napisać równa- 
nie (5) w postaci: 


)8( 2, = ale D) + j J FE m2(6,) — f (E, oE, M] Ean + 


<= if J 76 n, olé, n))dźdy. 


Funkcje z(x,y) i o(x, y) są ciągłe w P, zatem funkcja 
A(x, y) = f(a, y, 2(%, g= f (z, Y, W(x, y)) 
jest ciągła w P, dalej według założenia 2° mamy: 


K|e(z, ai — w(x, y)| 


AG Se (۳0-۳ 


a więc, spowodu ciągłości funkeyj (x,y) i w(x, y) w P, w dal- 
szym ciągu: 


| ۸) (| کے‎ (@ stała dodatnia). 


(x — a)" (y — 0(* 


Widzimy tedy, że funkcja A(x, y) spełnia założenia lemmatu 1 
(ze stałą A = K C), a więc, uwzględniając jeszcze założenia 3° i 4° 
i stosując lemmat 1, dostajemy *) dla prostokątu P: 


PEE 
2227 TE F(x, ¥, 2); 


czyli wykazaliśmy, że ciągłe w P rozwiązanie równania (5) jest 
całką równania (1). 

Udowodniliśmy zatem lemmat 3. 

Wystarczy nam, jak z powyższych rozważań widać, wykazać 


1) Zmianę porządku różniczkowania w stosunku do Jemmatu 1, wobec cią- 


głości f(x,y,2) w ©, usprawiedliwia znane twierdzenie Sehwarz’a. 
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istnienie ciągłego w P rozwiązania równania (5), aby mieć zapew- 
nione istnienie całki równania (1). W celu wykazania istnienia roz- 
wiązania równania całkowego (5), użyjemy metody kolejnych przy- 
bliżeń. 

Zauważmy naprzód, że stosując do funkcji aa, 27), określonej 
przez (4) i wobee założenia 40 ciągłej w P, lemmat 2, otrzymamy, 
iż funkcja f(x, #, Selm, 2(( jest sumowalna w P. Funkcję ,)و2‎ y) 
obieramy za pierwszą funkcję ciągu kolejnych przybliżeń. 

Połóżmy dalej 


z (0,9) = 20), Al +f [ré M (5, 1) ag dn, 


widać, ze tak określona funkcja jest ciągła w P i że w P zacho- 
dzi związek: 


(1) ais 9( — ole lf ۱۶۵ m 2016 | aê an > M, 


gdzie przez M oznaczyliśmy stałą dodatnią, istnienie której zapew- 
nia nam wykazana sumowalność funkcji f(x, y, żo(z, y)) w P 
Połóżmy 


(8) )ربمت‎ Y) = amat ۵ VIC al ddn 


i przypuśćmy teraz, że aż do pewnego » całkowitego funkcje, 
2,(x, J) są ciągle w P. 

Spowodu ciągłości z,(x,y) w P, funkcja f(x, y, 2,(x, y)) jest 
ciągła i sumowalna w P, jak to z lemmatu 2 wynika, a zatem i funk- 
cja zz, y) jest określona i ciągła w P. Wobec tego otrzymujemy 
dla każdego całkowitego m z wzoru (8) funkcje zg, y) ciągłe w P. 

Przejdźmy teraz do wykazania jednostajnej zbieżności ciągu 
kolejnych przybliżeń z„(x,y) w P Załóżmy, że dla pewnego x cał- 
kowitego zachodzi w P nierówność: 


| ور سیر‎ |e — ay Ir 10» 
)9( Ja, 9) — مادم‎ IK EOS SETA. 


(dla » = 1, przyjmujemy mianownik = 1), 


nierówność ta jest, jak wskazuje (7) spełniona dla » = ۰ 
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Według (8) mamy w zbiorze P: 


une al — ze al <f J IFE m Ell FE, a, AE, Dla an, 


a w dalszym ciągu według 2° i (9) w zbiorze P: 
Als, IS 
| an, Y) — )ره‎ (| =f اسب یاج‎ e Zi, 5 dy > 
a M 13 SSA a)(y SE ۳[(ن0‎ (0 SC 
<f تم‎ (2—20)... [n —1— (m— Daj = 


ŚR > (f - a) Ouse (y 3 aye (1—a)4-1—a 
>| M Bf Sa .|n—1—(n—1a|23|n—1)(1-—0)--1— „ie cj 


gone OBOJE 
(1— a)?(2 — 2a)... [n — naj’ 


= K" M 
a zatem w zbiorze P 


K” 22 = ayy Pate JE 


(10) RECH y) — Self, (|> (om Zeg Ja ob 


Nierówność ta utrzymuje się też w zbiorze P, ponieważ funk- 
cje obu stron nierówności (10) są ciągłe w P. 

Wobec nierówności (7) i (10) wnioskujemy, że nierówność (9) 
zachodzi dla każdego x całkowitego od 1 począwszy. 

Szereg funkcyjny: 


)11( al Y) + (21(%, y) — zola, u) + Lei, ai — % (a, y) |... 
jest w P em s zbieżny, posiada bowiem majorantę 


K" M lie SIĄ a)(d Kë b )| 79070 
(l -- @)8(2 — 2a)? ... |n — 1 — (n— 1)a]®’ 


której AR zbieżność wynika natychmiast z zastosowania 
kryterjum d'Alembert'a. 

Oznaczmy granicę szeregu (11) przez stoe, ai: będzie ona fank- 
cją ciągłą w P, gdyż takiemi są elementy szeregu (11). 

Szereg funkcyjny: 
(12) F(z, y, zola, 4)) + (F (2, مناوت وق‎ y) — FR, y, )م2‎ Y)) + 


jest w P jednostajnie zbieżny. 
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Mamy bowiem, stosując 2° i (9): 


K|e, — برد‎ 
| (Œ, ول‎ eal, 9)) — fie 9, 2:00, 9))| > =o oe 


< K" M[(c — a)(y — (۳-6-۲ 


a zatem szereg (12) posiada w P majorantę bezwzględnie zbieżną: 


K" 17])0 — a) (d — (۳۶ 
27 سب‎ a)8(2 — 2a)? ... [n — 1 — (n — 1(0 


Graniczna funkcja szeregu (12) jest zatem w P ciągłą i su- 
mowalną. Możemy więc, przechodząc do granicy, napisać według (8) 


(13) a(x, y) = z (x, Y) + fS Jre n, 2(5, 7))d$ dn. 


Granica szeregu (11) przedstawia więc ciągłe w P rozwiązanie 
równania (13), zatem według lemmatu 3, określenia (4) i założenia 
4° funkcja 2(x,y) jest całką równania (1), spełniającą wymienione 
w twierdzeniu I warunki brzeżne. 

Wykazaliśmy zatem istnienie całki równania (1). 

Przechodzimy do dowodu jednotliwości. Przypuśćmy, że prócz 
całki 2(x, y) istnieje jeszcze druga całka 3(7, y), spełniająca warunki 
twierdzenia I. 

Z lemmatu 3 wynika, że funkcja zt, y) jest także rozwiąza- 
niem równania całkowego (5), a więc w szczególności funkcja 
f(x,y, ż(c, y)) jest sumowalna w ۰ 

Istnieje zatem taka stała N, dodatnia, że zachodzi w P związek: 


(14) J JIE maê blady > ۲ 


Ponieważ 3(a, y) spełnia w P równanie (13), przeto: 


(16) ` e 9) — ale, IX J 7 Emé mde ay ZN. 
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Przypuśćmy, że dla pewnego x całkowitego zachodzi w P: 


K” N|(æ — a)(y —b)]*""e 
)16( It, 9) zë Als =e Zi e 


(dla n = 0, przyjmujemy mianownik = 1), 
dla n + 1 do stajemy z uwagi na to, że funkcja 3 spełnia równa- 
nie (13), a funkcja 2,,, równanie (8): 


|3), al — Sal, (| Z f 1 IAE y, 3(& m) CIE Mm 2al n) | dE dn, 


a stąd, uwzględniając 2° i (16), rachunkiem podobnym do przepro- 
wadzonego w celu wykazania nierówności (10), przekonujemy się, 
że nierówność (16) słuszna jest dla wszystkich x całkowitych. Po 
prawej stronie (16) występuje wyraz szeregu zbieżnego w P, a zatem 
mamy w P: lim Ia y) — ze al äis al — ais al 0, czyli 


że zachodzi, ze względu na ciągłość a(x, y) i (x,y) w P, równość 
ważna w P 


(17) ,)ق‎ y) = a(x, y). 
Twierdzenie I udowodniliśmy zatem w zupełności. 


Uwaga. Zauważymy tutaj, że do wykazania istnienia rozwią- 
zania równania (5) zbędne jest założenie 4°, wystarcza tylko założe- 
nie, że funkcje p i w są ciągłe w rozważanych przedziałach 1). 
Przypadek szczególny twierdzenia [. 

Rozważmy równanie. 
9 D(x, y, 2) 
Indy  (æ— a)*(y — 0۳۲ 


(1) 0<a <1. 
_ Załóżmy, że funkeja 9۵ a 2( jest ciągła w 22) i spełnia 
w Q nierówność 


(2) | D(x, y, 2) — D(x, y, 2)| S Klz— zi, (K stala dodatnia). 


1) Jeżelibyśmy założyli, że istnieje funkcja ciągła w taka, że funkcja 
f(«,y,o0(«,y)) jest sumowalna w P i pominęli równość występującą w zułożenin 
3°, to możnaby podać przykład równania różniczkowego spelniajacego wszystkie 
pozostałe warunki twierdzenia 1, a pomimo to nierównoważnego równaniu całko- 
wemu (5). Przykład taki podał P. Prof. Ważewski. 

1) Prze Û rozumiemy zbiór, określony przez warunki: a << <e, b<y<d, 
z dowolne, 
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(Nierówność (2') jest spełniona, gdy np. funkcja D(x, y, z) posiada 
wa ograniczoną pochodną eząstkową względem 2). 

Niech funkcje (x) i w(y) będą klasy (D) odpowiednio w prze- 
działach [a, c] i [b, dk oraz p(a) =vw(b). Przy tych założeniach rów- 
nanie (1’) posiada jedną i tylko jedną całkę #(z, y), ciągłą w P, 
spełniającą równanie w P i taką, że z(a, y)= p(y) w [b, d] i 
2(x, b) = p(x) w fa, cl. 

Dowód. W samej rzeczy: założenie 1° tw. I jest spełnione, 
GZaky — be a e pe * więc F(z, yia) jest 
ciągłą w Q. Założenie 2° jest również spełnione, co wynika z (2’) 
i przyjętego kształtu funkcji f(x, y, 2) Założenie 4° przyjęliśmy 
i w tym przypadku. 

Obierzmy funkcję w(x, y), o której mowa w założeniu 3°, równą 
1 w prostokącie P. Jest ona ciągłą w Pi mamy 


gdyż mamy tu f(x, y, 2) = 


D(x, y, 1) 


fis, 4; ox, ail => F(x, LA 1) = (a — A y — b)” 


Ale D(x, y, 2) jest ciągłą w Q, zatem (x, y,1) ciągłą w P 
i tembardziej D(x, y, 1) ciągłą i ograniczoną w P, a zatem jest 


D(x, y, 1) A 


E TETER 


|f(2,y,1|= Ty ITT 


Widzimy więc, że funkcja f(x, y, 1) spełnia założenia lemmatu 
1, a co za tem idzie, że istnieje funkcja w(x, y) (w tym przypadku 
np. równa identycznie 1 w P) spełniającą warunek 30 tw. I. Wszyst- 
kie tedy założenia tw. I są w obeenie rozważanym przypadku speł- 
nione, a więc wniosek, wypowiedziany o równaniu (1') jest uza- 
sadniony. 

Analogiczne twierdzenia można otrzymać, rozważając równania, 
których prawe strony zależą jeszcze od p lub od 4, ale nie od obu 
jednocześnie. W przypadku, gdy funkcja prawostronna równania 
zależy od p i od q natrafiamy, chcąc zachować zamiast warunku 
Lipschitz’a warunek ogólniejszy, analogiczny do warunku 2°, na 
trudności w wykazaniu zbieżności ciągu kolejnych przybliżeń. Na 
możność traktowania równania o prawej stronie zależnej od pięciu 
zmiennych zwrócił mi uwagę P. Prof. Ważewski. 

Do takiego równania przechodzimy obecnie. 
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$ 2. 
Zwróćmy uwagę na równanie 
292 
(18) FFT F(a, ول‎ 2, P, 4). 


Spowodu trudności, o których wspomnieliśmy, udowodnimy 
spoczątku w twierdzeniu pomoeniczem II istnienie i jedyność roz- 
wiązania równania (18) w prostokącie o bokach równoległych do 
osi układu i wymiarach nieprzekraczających pewnej liczby 6 > 0, 
a następnie w twierdzeniu III rozszerzymy ważność twierdzenia 
na prostokąt o wymiarach dowolnych. 

Twierdzenie pomocnicze II, Niech funkcja f występująca 
w równaniu (18) będzie ciągła w zbiorze 5-cio wymiarowym 7, 
określonym przez warunki: 

» > Zw 
) c<y<d 
e, p,q dowolne, 
(zbiór dwuwymiarowy, określony przez pierwsze dwie nierówności 
z zespołu warunków (7), będziemy w dalszym ciągu nazywać pro- 
stokątem P) przyczem b— a > ô des d gdzie 
1 


j 1—a 
E GES 1) 0<a<1 
i A oznacza stałą występującą w (19); niech ponadto funkcja f 
spełnia w zbiorze 7’ pięciowymiarowym, określonym przez warunki 
EE Eat 
(7) eege d 
z,p,q dowolne, 


nierówność 
(19) Ka, Y, 2, P, 9) Set f(x, 4, 2, p, 9| > 

| "ej" تن‎ IO —al 1 U 
A (x =a (pee + سگرن‎ + c= = (A jest stałą dodatnią); 


niech wreszcie funkcje p(x) i w(y) będą klasy C™® 1) odpowiednio 
w przedziałach Jo, b] i [c, dl i spełniają równość g(a) == (©). 

Przy tych założeniach równanie (18) posiada jedną i tylko jedną 
całkę klasy C™ w prostokącie P, spełniającą warunki sie, y) =v(y) 
1 ste, c) = (x). 

1) Funkcja jest klasy CU) w zbiorze Z jeżeli posiada w tym zbiorze ciągłe 
pochodne cząstkowe rzędu pierwszego. 
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Dowód. Zaczniemy od dowodu istnienia całki. Podobnie jak 
w dowodzie twierdzenia I tworzymy ciąg kolejnych przybliżeń: 
2)2, y) = p(x) y) — pla 
(20) via, y) = p(x) + wy) — pla) 


CER -1 sa 


2)7, Y) = 2), »+f [A 5 7, z Se AEN 1) ZE OE b A dğ dn 


Funkcje z,(x,y), określone przez wzory (20) mają sens w pro- 
e. za), jako fun- 
keja złożona zmiennych x i y, jest na skutek przyjętych o funkcji 
f(x, 3, 2, p, 9) i funkcjach g(x) i w(y) założeń ciągła w prostokącie P; 
dalej funkcje z,(z, y) są na skutek ciągłości funkcji podcalkowej 
we wzorach (20), klasy CU, a na skutek wyboru funkcji 2(a, y), 
redukują się przy x =a do p(y) i przy y =c do g(2). 

Różniczkując funkcję 2,(x, y), otrzymujemy na jej pochodne 
cząstkowe wzory: 


stokącie P, bowiem funkcja f (a, Y, Żn1(%,Y), 
\ 


d 
dë, 0% , ( A Deny DZA 
— لت س‎ ck 7 
On Ox Iris N, 2-5 n), PE 2 an ¢ 4, 


En 2 : Dz, En 3 
dy ży i +t Wi? SS) Kg) 1 


a 


(21) 


e | 2209 
Oznaczając przez K kres górny funkcji ls Y, Ż0(%,Y), es Da! deet 


w prostokącie P, mamy według (20) i (21): 


۶0 2 2 


(22) æ د‎ n< S | 7۰۵ SeS | dé dn > 
< K(x — a) (y—c), 
08) TZ "le f eneit gs که[‎ o 


dĘ K(a—a). 


in | OA) _ dz ad 220 0 
فک | دوم‎ ód | | aleet و‎ 


Załóżmy, że dla pewnego całkowitego 7 zachodzą nierówności: 


(23) |2,(X, Y) — rala, (| S 
ZA” Kan) (y—o) [[(e—a) (gy = 0۳+ )0- 9۳۲ (e (۳ 
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92, 2, 4) Pepa 9) | 

GC 5 tap. VO 1 
se AT Ky — 0(]]2-0( (y — o] *+ y—o) +- (x a) |۳۳, 
sr | 32 (z, y) CERCA y) 


ZA K(x — a) [ [x — a) (9— o] * + — (۳ ۶ + (0 —a)"s]"". 


Nierówności (23), (23), 23) zachodzą, jak widać z (22), (22'), 
(227) dla vn =1. 
Dla » +1 otrzymujemy z (20): 


Y) — Self, All Z‏ ,)ہ2 


<J a If G DEA a A z” (é ۹۱۶) ca CS ) 


a według (19) i nierówności (23), (23’), 23”) w dalszym ciągu: 


d dn, 


221), Y) — 2.) (| Z 


e __ 98m 


| 92, OBa 1] = 
< fa e 
J JL an Po a 


(n — c) (n— ۴ 


۲ Eegiel datts نع‎ 
IRE xf JĄ (E— 9۳) — ۳ 


i =E= ee ات‎ TES (a Eden 


(n — c} 
6—9IIE=9 E 0(۳ ۷) (۰ eer i 
= EE 


= AK ar f [Ê — 0-90۳۷ + ( (۳+ (E — (۰۳ dE dy = 


- مس وس )ری وچ چا دم‎ atan 


przyczem sumowanie rozciągnięto na wszystkie układy liczb calkowi- 
tych nieujemnych رو‎ ką, Æg, takie, że: k;< oraz k, + k, + ky = n. 


1) Por. E. Netto, Lehrbuch der Combinatorik, II Auflage 1927, p. 59. 


17 


Przekształcając dalej, otrzymujemy: 


LA (x, y) — Fp (x, y| ZZ 


! d 
<A" KZ DD rei Al Je هی رو(‎ dÉ din = | 
( y — ما نزن‎ 


y n! 1—a) (kr 
= ZL GO few EE 
Zog al (eater ار‎ 
mę > PP) RATA Ge =a FE) F (OE H SERA 
(a — af Dett (y — el aM arte 
= GG ZDZ si, AMIE [7-1711 - ۵۳-01 
ponieważ jednak zachodzi nierówność 


[(1 — 0() + hs) + 1] [(1 — a) (k, + ks) + 1] > 1 


przeto a 
atl (2, y) zm CH y) Z | 


EE 


i ostatecznie: 

(24) ZACZ y) zw E y); < 

< 4" K(x — a) (y — c) [e — a) (y — of + (y— 0)" بو‎ — (۳, 
Dla pochodnych cząstkowych funkcji z,,,(%,y) otrzymujemy 

podobnie: 


Së OB مس‎ 3 DZA Se E ا92‎ OB 
NA 05 رک‎ ۱۷۱۵۷۷۵۸ S. — f (mn 1)5 n) ka 217 dE H 


<A K 116-00۳۳ 6 dr 


=4,K f (222 KET (E — ۳-۵ e+ — eft mi dn 


EA ( وق‎ — at) (atk) (y = 2 (katka! 


SE uci: SINN )1 — و0(‎ F Es F1 


EM (x da ۳-۹ (ks) E? CH AT 
SAKN ODA KSE (1 — a) (ty e) E1 , 


Dodatek do Roczn. Pol. Tow. Matem. 2 


18 


ponieważ zachodzi nierówność 


(1 — a) (kę + kq) +1>1 


przeto 
Zë Ie, "g n! (0) ter) ( 1-0) (erty 
3x Clem Ko 2 Dzi d (ae 


ezyli ostatecznie 


(25) | CEAN _ dë l< A" K(y—c){[(@@—a)(y—o)P-*-+ (y— c) -*+ (x—a)} a]. 


| 02 dw | 5 
Identyczny rachunek dla pochodnych cząstkowych względem 
y da nam 
(26) | a — ge |< K(z—a)[[(x—a)(y —c)]-*-+-(y—c)""-+-(c—a)"*]". 


Nierówności (24), (25), (26), wobec nierówności (22), (227), (22), 
zapewniają, że nierówności (23), (23’), (237) zachodzą dla każdego 
całkowitego ۰ 

Weżmy obecnie pod uwagę nierówność: 

(27)  All(c—a)(y—o)]"*+ (y— e)" *+- (2— a} >. 

Przenosząc początek układu spółrzędnych do punktu (a, c) 
i nie zmieniając kierunku osi, przyrównajmy lewą stronę nierów- 
ności (27) do jedności. Otrzymamy, oznaczajac spółrzędne w nowym 
układzie przez E 7: 


(Enea E 
a w dalszym ciągu 1 
1 prz Set ۹ 
(28) q==|A : 
LE +) 
Z wzoru (28) widać z łatwością, ze łuk krzywej o tem rów- 
4 
naniu przecina oś $==0 w punkcie (0, ech a oś 7 > 0 w pun- 
eo 
1 ۱ 
kcie (3 kj: W obszar położony w pierwszej ćwiartce układu 
Ata 
(5,7) i ograniczony osiami układu oraz łukiem krzywej o równa- 
niu (28) można?) wpisać kwadrat, którego jeden wierzchołek leży 


1) Wobec symetrji krzywej o równaniu (28) względem prostej 4 = Š. 
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w początku układu, a przeciwległy mu na krzywej (28). Otrzymamy 
równanie na odciętą wierzchołka kwadratu leżącego na krzywej, 
kładąc we wzorze (28) 6 =4; równanie to ma postać: 

۸ 2-0 1 2 Ag] =0, a dodatni pierwiastek tego równania 


(29) A ZTS 


oznacza odciętą wierzchołka kwadratu, o którym była mowa. 

Powracając do układu (x, y) widzimy, ze dla punktów prosto- 
kąta, którego wierzchołek leży w punkcie (a, c), boki są równoległe 
do osi układu i długości boków nie przekraczają liczby û (0 < Ö < Ê), 
nierówność (27) jest spełniona. Ponieważ prostokąt, który oznaczy- 
liśmy przez P jest takim właśnie prostokątem, przeto szereg o wy- 
razach nieujemnych 


(80) Sa Ke ay —of* + freie ara], 
n=l 
jako szereg geometryczny, jest dla wszystkich punktów prostokąta 
P zbieżny. 
Z zbieżności szeregu (30) i wzorów (23), (23'), (23) wynika, 
że szeregi, których wyrazami są funkcje ciągłe: 


(31) ۰ aal, y) + (21(%,Y)-- zx, Y)) + (29 (x, y) — 2, (x, y)) +... 


220 dzy . 0% de,  Ozą) 

(32) Ix ۱ (= = E Sa] E 
320 Oz, Sei Of, 8, 

og wy E 


są jednostajnie zbieżne w prostokącie P. Oznaczając granicę sze- 
regu (31) przez z(x,y) i zauważając, że sumy częściowe szeregów 
A A 1 de, Aż, . 2 
(31), (32), (33) dają odpowiednio z,(a, ¥), da? By” stwierdzamy, że 
funkcja z(x, y) jest w prostokącie P klasy C®, i że w tym prosto- 
kącie zachodzi następująca zbieżność jednostajna 
۲ a ozs E  . 2 
gt 
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Otrzymujemy tedy według (20), opierając się na (34) i prze- 
chodząe do granicy : 


Z ciągłości funkcji zdal w (85) wynika, że istnieje 
D 

= i że funkcja 2(x, y) spełnia w prostokącie P równanie (18); 
dalej z określenia funkcji 2, (7Z, y) wynika, że funkcja 2(x, y) czyni 
zadość warunkom z(a, J) = p(y) i z(z, c) = (a). 

W ten sposób udowodniliśmy pierwszą część twierdzenia II. 

Przypuśćmy, dla dowodu, że prócz całki sie, y) istnieje druga 
całka 3(z, y) spełniająca warunki twierdzenia II. Jest zatem: 


03(a,y)  Oz(a,y 
3(8, y) = z(a, y) z == S , 
(36) oraz 


93 (x, » 322), c 
ge. e) = 2(@, c) Neng 
Postaramy się ocenić różnicę 3(x, y) — Sp, y) Mamy najpierw: 
323 392 ( ور‎ 8% 9%] 
dandy da dy = f |x, yY, 3(x, Y) Ja 3y) 
a zatem, oznaczając przez K, kres >> funkcji 


9 
H ZEIEN HE Da’ 4 


w prostokacie P, otrzymujemy: 


KICZ Yy) — Set, y)| Z 
(37) > E, n, 4(E, EE go) jaan > K (2 — a)(y — 0). 


W dalszym ciągu będzie: 


28 Sh > 5 UKIE ny 2 Ta [| وه‎ > Lett — 0), 
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CEA 


(38) ۳ dy 


> fi 3 n, 3(5, 7 DE (|> Sue a). 


Załóżmy, że dla pewnego całkowitego n zachodzą nierówności: 


vam 102 — شام‎ DISK Awe — au — offe — 00-0۳4 
„ab Hau A+ (6 (۳ 


aon) [58 — |< z ۸ — oile — ay — ein st 
+ (© — (۳۳, 
= Aris — ls ai — I + u drei 
Lie ft 
nierówności te, jak wskazują wzory (37), (38), (39) zachodzą dla ۶۶ =0. 
Ponieważ: 


(41) HES W n1, NI JĄ 3 N, 13 O اد‎ — 


7 Ę 1, Zn(5; 1), Se, z) dŠ dn, 


przeto stosując do prawej strony (41) nierówności (19), (40), (40’) (40”), 
dochodzimy rachunkiem zupełnie podobnym do tego, którym uzy- 
skaliśmy nierówności (24), (25) i (26), do wniosku, że nierówności 
(40), (40’) (407) są słuszne dla każdego całkowitego m. Z zbieżności 
szeregu (30) wynika, po uwzględnieniu wzorów (40), (40'), (40): 


LE |) al — 2,(2, y)|==0, lim 


lim |—— — —* 
njoo ۳ dy 
a zatem, wobec wzorów (36), możemy wywnioskować, że w prosto- 
kącie P zachodzi 


(42) 3(%, y) = 2) y). 
Udowodniliśmy zatem twierdzenie II całkowicie. 
$ 3. 
Przejdźmy skolei do przypadku, w którym długości boków 
prostokąta, w którym poszukujemy rozwiązania (18), są dowolne. 
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Weźmy pod uwagę prostokąt ABCD, o bokach równoległych do 
osi układu; niech spółrzędne punktu A będą a i c, punktu DO d,), 
przyczem a < b, c < d. Zapytujemy, czy istnieje rozwiązanie równania 
(18) w ABCD, klasy C™, przyczem rozwiązanie to ma się na AB 
redukować do zadanej funkcji g(x), a na AC do zadanej funkcji 
w(y); funkcje p(x) i w(y) są klasy C i spełniają warunek g(a) = w(c). 
O funkcji f(x, رل‎ 2, p, q) z równania (18) zakładamy tyle, co w twier- 
dzeniu II. (Do prostokąta ABCD twierdzenia II stosować nie można, 
ponieważ długości jego boków przekraczać mogą, określoną w twier- 
dzeniu II liczbę di 

Podzielmy prostokąt A BCD) przy pomocy prostych y = m,, rów- 
noległych do osi x i prostych x = A, równoległych do osi y na skoń- 
czoną ilość prostokątów o wymiarach nie większych od liezby ,و۵‎ 
przyczem 0 < Û, < Û. Przypuśćmy, że w ten sposób prostokąt ABCD 
rozłożyliśmy na k pasm (poziomych), z których każde zawiera 7 
prostokątów. Oznaczmy częściowy prostokąt, na jakie rozłożyliśmy 
ABCD przez P, (i=l,...k, f=1,...1), punkty P, posiadają 
spółrzędne, spełniające nierówności: 


Aa > 3 > A; (przyczem 4, = a, e = cC) 


4: 
SE lizi SYS Bi: 
Ze sposobu konstrukcji prostokątów częściowych mamy: 
(44) 4 da Sh 
Mi — Ha > ۰ 


Jak łatwo widać dla prostokąta P,, spełnione są warunki 
twierdzenia II, zatem istnieje i tylko jedno rozwiązanie równania 
(18) w P,,, spełniające żądane warunki brzegowe. Oznaczmy to 
rozwiązanie przez 2,,(%, 4) Na prostej y = u, przyjmuje ono war- 
tości sto, ul, która to funkcja, jako funkcja zmiennej x, posiada 
ciągłą pierwszą pochodną. Spowodu ciągłości 2(7, y) zachodzi rów- 
nież z(a, 1) = än 

Zwróćmy sie teraz do prostokąta P,,. Mamy: boki P, są 
równoległe do osi układu, długości ich nie przekraczają d < ð, 
funkcje a(x, pi i w(y) są klasy C® w przedziałach Io, 4], [kč Hs] 
i zachodzi z(a, u) = w(u,), funkeja f(x,y, z, p, 4) spełnia w Py, 
założenia twierdzenia II, a zatem istnieje w P, rozwiązanie rów- 
nania (18), klasy C™, które redukuje się dla x= a do p(y) i dla 
Y = u, do 2(x, 4), rozwiązanie to jest jedyne. Atoli z twierdzenia 
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II wynika, że rozwiązanie z(«,y) ważne jest w obszarze obejmu- 
jącym prostokąt P,,, np. w kwadracie K,, o boku równym ۵ i wierz- 
chołku w A. Stąd zaś i z jednotliwości rozwiązania w kwadracie K,, 
wnioskujemy, że rozwiązania: 2,,(w,y) i rozwiązanie dla prostokąta 
Pa, są dla wspólnej części kwadratu K,, i prostokąta P,, identyczne, 
a zatem istnieje i tylko jedno rozwiązanie klasy CW w obszarze 
złożonym z prostokątów P,, i P, W podobny sposób uzasadniamy, 
że rozwiązanie 2,,(x,y) daje się przedłużyć na prostokąt Ps. Jas- 
nem jest, że wychodząc z prostokąta P}, przedłużymy za pomocą 
kwadratu K, o boku 6 i wierzchołku w (a, pl rozwiązanie istnie- 
jące w prostokątach P,, i روط‎ na prostokąt P, a w dalszym 
ciągu zapewnimy jedno i tylko jedno rozwiązanie w całej kolumnie 


k 
prostokątów 2 D. 
of 


Zupełnie podobnie przedłużymy rozwiązanie z prostokąta Py, 
na prostokąt Pg, i w dalszym ciągu na kolumnę prostokątów 


Zär, W ten sposób wyczerpiemy skończoną ilością kolumn pro- 
im 


k 
stokątów =P, (J= 1 ..., I) prostokąt ABCD i uzyskamy istnienie 
ih 


i jednotliwość rozwiązania w całym prostokącie ABCD. 
Możemy więc wypowiedzieć następujące 


Twierdzenie III. Przy zachowaniu założeń co do funkeyj 
g(x) i p(y), wymienionych w twierdzeniu II, oraz ciągłości funkcji 
f(x, Y, 2, pol w zbiorze T, określonym w twierdzeniu II, jednako- 
wot bez warunków Û —a< Û, d— c< Û i przy zachowaniu nie- 
równości (19), równanie (18) posiada w prostokącie P (dowolnym 
o bokach równoległych do osi układu spółrzędnych) jedno i tylko 
jedno rozwiązanie klasy C! — z(x,y), dla którego dla v == & za- 
chodzi z(a, al == ply) i dla y = c zachodzi sta, c) = g(2). 


$ 4. 


Przechodzimy teraz do problemu drugiego, w którym zadajemy 
zgóry wartości rozwiązania równania (18) na krzywej spełniającej 
określone warunki. Warunki te są następujące: krzywa K łączy 
punkty wierzchułkowe prostokąta, o spółrzędnych (a, c), (b, di przy- 
czem a < b, c > d posiada w ciągły sposób zmieniającą się styczną, 
nierównoległą do żadnej z osi układu; równanie jej może być na- 
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pisane w odniesieniu do prostokątnego układu osi w postaci 
y = A(x) asa < Û lub z= u(y), cS > d. W dalszym ciągu 
krzywą spełniającą powyższe warunki oznaczać będziemy krótko 
krzywą K*. 

Udowodnimy następujące 

Twierdzenie pomocnicze IV. Niech funkcja f, występująca 
w równaniu (18), będzie ciągłą w zbiorze 7' określonym przez ze- 


spół warunków (7) podanych w twierdzeniu II, niech ponadto speł- 
nia w zbiorze )7۳( określonym przez warunki 


x, y są spółrzędnemi punktu należącego do (P — K*) 


GA z, p, q dowolne 
nierówność 

|7 (a, ول‎ 2, p, 9) — F(w, y, 2 p, 9) | > 
(46) 


ZĘ PI جر‎ |=, 
>=. (z EW Ty =20F AF * [e — SCH 


gdzie A oznacza stałą dodatnią i 0 < a < 1, 


prócz tego niech będą spełnione związki b — a < 0, d — c X 0, gdzie 
a,b,c,d i d mają takie znaczenie, jak w twierdzeniu II, 

niech wreszcie funkcje g(z) i gin) będą klasy C© w prze- 
działach To, b] i ]6, dl 

Przy tych założeniach równanie (18) posiada jedną i tylko 
jedną całkę #(z, y) w prostokącie (P), klasy C™, dla której wzdłuż 
krzywej K* zachodzi: 

a(x, Zell = p(x) + v(4(2)). 


Dowód poprowadzimy metodą kolejnych przybliżeń. Weźmy 
dowolny punkt Ste, 4) prostokąta P nie leżący na krzywej K*. 
Poprowadźmy z niego proste: równoległą do osi x i równoległą do 
osi y; punkty przecięcia się tych prostych z krzywą K* będą miały 
spółrzędne: pierwszy (u(y), y), drugi (x, 4(x)). Wspomniane proste 
i łuk krzywej K* ograniczają obszar leżący w prostokącie P i po- 
łożony z tej samej strony krzywej K* co i punkt R(x, y); oznaczmy 
ten obszar przez G,,. Obszar ten jest normalny względem obu osi, 
z czego jeżeli g(x,y) jest funkeją ciągłą w G,, ma sens 

7) A 
T Tat nag dy, 


Weźmy za pierwszą funkeje ciągu kolejnych przybliżeń funkcję: 
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(47) zo (x, y) = plz) + Yl), 

jest ona ciągła w P i spełnia wzdłuż krzywej K* wymieniony 
w twierdzeniu warunek. Następne funkcje ciągu określamy przez 
wzór: 


uy) Ale) 
و32‎ 224-1 


(48) 2,(%, y)=29(a, Y) Gef f Ś; N: سرت‎ 1(5 gh aE) af dn 
EW 
(dla z = 1, 2,...). 


Całka występująca w (48) ma sens spowodu ciągłości funkcji 
podeałkowej, funkcje u(y) i A(x) są ciągłe, a więc funkcje ap, y) 
dane przez wzór (48) są klasy C” w P, a ze względu na (47) speł- 
niają wzdłuż K* warunek wymieniony w twierdzeniu. 

Z ciągłości funkcji f we wzorze (48) wynika, że al, y) po- 
siada w G., ciągłe pochodne cząstkowe dane wzorami: 


۶ 2 م92‎ 
(49) + [A 3 UD Se AL n), SIE an | dn, 
7 
de, _ 0 ( £ 92-1 امد‎ 
60 توح‎ Hên « ge gr) E 


Oznaczajac przez M, kres górny funkcji |f| w P, deet 
z wzorów (48), (49), (50) następujące nierówności: 


(51) | و‎ (a, y) — 2)2, aile |x — a(y)| |y — A(2)| M, 
p 02, 20 

51) SE > ۱۷ — A(a)|M, 
” Dzy 320 

(517) dy "Sal < |x — m(y)| M. 


Załóżmy teraz, że nierówności: 


(62) Ia, EnA SMA" |x — uly) jy —A(x)| lee —n(y)| | — Xa) + 
-Hly — A(x) + |x — wy), 


wey e |> Aach — eie — ally — | + 
+ |y — 4(2)|7*+ |2 — warst, 
(627) 7 a < MA" — aigle — lly — e 


+ |y — |° + |x — ,م‎ 
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zachodzą dla pewnego całkowitego w. Rachunkiem zupełnie podob- 
nym do tego, którym w § 2, uzasadniliśmy, wychodząc z nierów- 
ności (23), (23’), (23), nierówności (24), (25), (26), powołując się na 
nierówność (46), stwierdzamy, że nierówności (52), 52’), (52’’) słuszne 
są dla m-|-1, a zatem, wobec (51), (51'), (617), że są słuszne dla 
każdego całkowitego 7, od jedności począwszy. 

Przenosząc początek układu spółrzędnych do punktu o spół- 
rzędnych p(y), y, i nie zmieniając kierunku osi stwierdzimy, podob- 
nie jak w $ 2, że w obszar ograniczony osiami i łukiem krzywej 
o równaniu: 


(53) (æla) ye + aame + |۳۶ = = 


i położony w pierwszej éwiartce układu spółrzędnych, można wpisać 
kwadrat, którego jeden wierzchołek leży w początku układu, a prze- 
ciwległy mu na krzywej o równaniu (53). Na odciętą wierzchołka 
kwadratu leżącego na krzywej otrzymujemy znów liczbę & daną 
przez (29). Rozumowanie takie, jak w $ 2, doprowadza do wniosku, 
że i teraz szeregi (31), (32), (33) są w prostokącie P jednostajnie 
zbieżne, a zatem oznaczające granicę szeregu (28) przez sto, y) i prze- 
chodząc we wzorze (48) z v do granicy, dostajemy: 
u) aka) 


(64) ale y) = wie, 9) + f Í F (ë m a zę Ste 


Z ciągłości funkeji podcałkowej w wzorze (54) i określenia 
funkcji z,(%,y) wynika, że funkcja z(x,y) spełnia w P równanie 
(18), jest klasy OH i czyni zadość wymaganym warunkom wzdłuż 
krzywej K*. 

Dowód jednotliwości rozwiązania przebiegu zupełnie podobnie 
jak w twierdzeniu II: zamiast nierówności (19) używamy tylko 
nierówności (46). 

Wreszcie i w tym przypadku możemy uzyskać twierdzenie 
w odniesieniu do prostokąta, którego wymiary nie podlegają ogra- 
niczeniom. Mianowicie, podobnie jak w $ 3, dzielimy zadany pro- 
stokąt o wymiarach dowolnych na prostokąty, których wymiary nie 
przekraczają liczby d. przyczem 0 < ô < Û i ô oznacza liczbę 
określoną w twierdzeniu II. 

Podział ten uskuteczniamy w następujący sposób: pokrywamy 
krzywą K* skończoną ilością prostokątów, o bokach nieprzekra- 
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czających d tak, że krzywa K* łączy w każdym z nich przeciw- 
ległe wierzchołki i dwa prostokąty z pokrywających krzywą K* 
posiadają conajmniej jeden punkt wspólny (wierzchołek); przedłu- 
żając boki prostokątów pokrywających K* aż do przecięcia z bo- 
kami zadanego prostokąta, otrzymujemy podział danego postokąta 
na prostokąty o wymiarach nieprzekraczających d. Dalej dowodzimy 
istnienia i jednotliwości rozwiązania (8) w całym prostokącie tak, 
jak w § 3. 
W ten sposób uzyskujemy: 


Twierdzenie V. Zachowując założenia twierdzenia IV z po- 
minięciem założenia ograniczającego długości boków prostokąta P, 
mamy: równanie (18) posiada jedno i tylko jedno rozwiązanie klasy 
OH w prostokącie P, przyczem, jeżeli oznaczymy je przez z(x,y), 
to wzdłuż krzywej K* zachodzi: 


(æ, Ala) = ple) + Ya). 


A 


2 


z 


rg 
A 
jt 
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